11.3 De hyperbool

Opgave 50:
a

b. voorieder punt P op de middelloodlijn van FV geldt: d(P,F) =d(P,V)
punt ¥ ligt op de cirkel ¢, dus d(P,V) =d(P,c)
dus d(P,F)=d(P,c)
dus punt P ligt op de conflictlijn van punt F en cirkel ¢

Opgave 51:

a \/(x+c)2+y2 —\/(x—c)2+y2 =2a
\/(x+c)2+y2 :\/(x—c)2+y2 + 2a
(x+c)* +y? =(x—c)2+yz+4a\/m+4a2
xZ+2x+c”+y? :xz—20x+02+y2+4a\/m+4a2
dex —4a® = day(x—c)? +y*
cx—a’ =am

(cx—a®)> =a’((x—c)® +y?

c’x? —2a’cx+a’ =a®(x* —2cx +c? + y?)

c’x? —2a’cx+a” = a’x* - 2a’cx +a’c® +a®y?
szz _a2x2 _a2y2 :aZCZ _a4
(Cz _az)xz _azyz =a2(02 _az)
b. lijnstuk FF, heeft lengte 2¢
lijnstuk £ F, snijdt de hyperbool in de punten 4 en B

lijnstuk 4B heeft lengte 2a

dus 2¢ > 2a

dus c>a

dus c?—a®=>b
c. stel P(-x,y)

P ligt op de hyperbool dus geldt: |d(P, F,) - d(P,F,) = 2a

JEx+e)? 432 —(-x—c)? + y* = 2a

2
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\/(—)H—c)2 +y% = \/(—x—c)2 +y°+2a
(—x+c)?+y° =(~x—c)* +y* +4da(~x—c)* + y* +4a”
x?—2cx+c?+y?=x"+2cx+c’ +y* +day(~x—c)’ +y® +4a’
—4ex —4a” = 4day)(-x-c)* +y°
ex+a®=-ay(~x—c)*+y?
(ex+a®)? =a’((~x—c)* +y*
c’x? +2a%cx +a' =a® (x* + 2ex + ¢ + y?)
c’x? +2a%cx +a* = a’x® + 2a’cx + a’c? + a®y?
¢?x? —a?x? —a?y? = a’c? - a*
(CZ _aZ)XZ _a2y2 :aZ(CZ _aZ)
stel b =c*-a®
dus b°x* —a’y® = a’b?

2 2

4
dus ?— 2 =1
Opgave 52:

voor het punt B op de hyperbool geldt: d(B,F,)—d(B,F,)=2b+ AF, —BF, =2b
voor ieder punt P op de bovenste tak van de hyperbool geldt: |d (P, F}) —d(P,F,)| = 2b

\/x2 +(y+c)? —\/x2+(y—c)2 =2b

\/x2 +(y+c)2 :\/)chr(y—c)2 +2b

X2+ (y+c)’ =x"+(y—c)® +4bx* +(y —c)® +4b?
x?+y*+2cy+c? =x2+yz—20y+cz+4b\/m+4b2
Acy — 4b? = 4b+|x* + (y —¢)?

cy—b? =byx* +(y—c)?
(cy=b%)* =b*(x* +(y~¢)*)
c’y? —=2b%cy +b* =b*(x* + y* = 2cy +c?)
c’y® —2b%cy +b*=b*x* +b’y* — 2b%cy + b*c?
_ h2y2 +Czy2—b2y2 _ p2c2 _pt
~ b2 4 (2 _bz)yz = b?(c? —b?)
stel a® =c? -b°
~ b2+ a?y? = b%?
2 2

Xy
-4+ =1

a? b?
Xy
a? b?

voor ieder punt P(x,—y) op de onderste tak van de hyperbool geldt:
\/x2 +(—y+c)? —\/x2 +(-y-c)*=2b
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net zoals bij opgave 51c kunnen we dit ook herleiden tot x_2 -

Opgave 53:
a a=2 c¢c=3
dus b =¢?—a®*=9-4=5
Xty
4 5
b. =3 ¢c=4
dus a®? =c?-b2=16-9=7
¥
7 9
cC. a=4
x2 y2
E_b_2:1 door (12,4)
144 16
=1
16 b
16
9—b—2:1
16
_b_z__8
b =2
Xty
16 2
d c¢=5
b =c?*—a*=25-4?
x2 y2
PR =1 door (4,3)
6 9 _
a?® 25-a?
169" _

25—a?
16(25—a®) - 9a® = a*(25-a?)
400-16a? —9a? = 254% — a*
a*-50a”+400=0
(a® -10)(a® - 40)=0
a’=10 v a’=40
b?> =15 b? =15 kan niet
¥
10 15

Opgave 54:

a.  het middelpunt van de cirkel is (—4,0)

a

2

»
2

-1

het middel punt van de cirkel is ook één van de brandpunten van de hyperbool
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zowel het brandpunt (—4,0) as ook detop (3,0) liggen op dex-as, dus 2a =r =6
dus a =3

dus de afstand van het middel punt tot de toppen van de hyperbool is 3

dus het middel punt van de hyperbool is (0,0) 6f (6,0)

omdat (—4,0) een brandpunt is kan (6,0) niet het middel punt van de hyperbool zijn
dus het punt (0,0) is het middel punt van de hyperbool

2 2
Xy
dUS?—b—Zzl

a=3 c=4

b=A7

Opgave 55:

b =c*-a*=16-9=7

x> +y?+10y-39=0

x> +(y+5?-25-39=0

x*+(y+5)° =64

het middelpunt van derichtcirkel is (0,-5)

dus één van de brandpunten van de hyperbool is (0,-5)
zowel een brandpunt als een top liggen op de y-as, dus 2b =r =8

dusb=4
b=4 c=5

2 2

2
a“=c°-b° =

2 2

XY

dus -2 =

9 16

Opgave 56:

5242 =9

a 3x*-5y*=30

2 2
X y .

10 6

a? =10 dus a =+/10

h* =6 dus 6=c*-10

dus ¢ =16 dus c =4

de toppen zijn (\/E,O) en (—\/E,O)
de brandpunten zijn (4,0) en (-4,0)
x+y=8

y=8-x

3x*-5(8-x)*=30

3x* —5(64—16x + x*) =30

3x* —320+80x —5x =30
—2x*+80x-350=0
x*—40x+175=0
(x-5(x-35=0

x=5 v x=35

GETAL EN RUIMTE VWO WD D3 H11 §3 -29- AUGUSTINIANUM (LW)



x=5geeft y=3
x =35 geeft y =-27
dus de snijpunten zijn (5,3) en (35,-27)

Opgave 57:
25p —4q =80
{10019 - 649 =80
100p —164 =320
{100p -64¢g=80 -
48q = 240
q=>5
25p-20=80
25p =100
p=4
b. 4x*-5y*=80

2 2

Y 1

20 16

a? =20 dus a =+/20 = 2/5

b? =16 dus 16 = c¢* - 20

dus ¢ =36

dusc=6

de toppen zijn (24/5,0) en (-24/5,0)
de brandpunten zijn (6,0) en (—6,0)

x 4
x1

Opgave 58:
a 3w’-2y?=12
2 2

X Y

4 6
a’>=4dusa=2
dus de toppen zijn (2,0) en (-2,0)

ullo

c. y=5x
3x? -2(8x)* =12

GETAL EN RUIMTE VWO WD D3 H11 §3 -30-

AUGUSTINIANUM (LW)



3? - Ly =12

2x?=12

x? =100

x=10 v x=-10

y=12 y=-12

dus de snijpunten zijn (10,12) en (-10,—12)
d y=2x

3x?-2(2x)* =12

3x*-8x* =12

—5x? =12 en deze vergelijking heeft geen oplossingen

Opgave 59:
a. ééntop van de hyperbool is (a,0)

voor asymptoot /;, geldt: y =2x
x=a geeft y=2.a=b

dus de verticale afstand van de top («,0) tot de asymptoot isbh
b. deasymptotenzijndelijnen y=Lx en y=-%x

Opgave 60:
a a’=16dusa=4
b*=9 dush=3

dus de asymptoten zijn: y=3x en y=-3x
b. 16x*—25y° =400

x2 y

2 =]
25 16
a’>=25dusa=5
b?> =16 dus b =4
dus de asymptoten zijn: y=4x en y=—4x
c. x*-9y°+9=0
x> —-9y*=-9

2 2

r Y 4

9 1

a*=9 dusa=3

b*=1dush=1

dusde asymptoten zijn: y=ix en y=—-1x
d a=4 ¢=5

b>=c?—a?=5"-4°=9

b=3

dus de asymptoten zijn: y=3x en y=-3x
e b=2 ¢c=3

2 2 2 2 2
a“=c"-b"=3"-2°=5H
a=+5
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x? —4y? = 4b* door (10,4)
100 - 64 = 4b*
4p* =36
b*=9
b=3
a=06
b. 9=¢*-36
c? =45
c=+/45=35

de toppen zijn: (6,0) en (—6,0)
de brandpunten zijn: (3v/5,0) en (-315,0)

Opgave 62:
a dsb=adanisrc,=t=4=lenrc,=-2=-4=-1

a a a

re, - re, =1--1= -1 dus de twee asymptoten staan loodrecht op elkaar

b. x*-y*>=2
A Y
2 2
a’®=bp*=2
dus a=b=+/2 , dus h, is een orthogonal e hyperbool
2=c?-2
c’=4dusc=2

de toppen zijn: (\/E,O) en (—\/E,O)
de brandpunten zijn: (2,0) en (-2,0)
C. a=3dush=3
9=¢?-9
c? =18 dus c = /18 =32
de brandpunten zijn: (3v2,0) en (-3v2,0)

d a=b>
x2 y2
2 2 2
— —= =1dus x*—y° =a" door (4
a a
16-1=a?
a’ =15 dUSazx/E
15=¢?-15
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c¢? =30 dUSc:@

Opgave 63:
2
a d(PF)= \/(x— 2)? +[3— 2)
X
b. het middelpunt M van de cirkel is. (-2,-2)

d(P,c)=d(P,M)—d(M,c)=d(P,M)—-4= \/(x+2)2 +(3+2)2j -4
X

c. ergddt: d(P,F)=d(P,c)=d(P,M)-4
dus d(P,M)—d(P,c)=4
dus P ligt op een tak van een hyperbool

d. gegevenisdecirkel: c¢,: (x—2)°+(y-2)*=16
het middel punt M van deze cirkdl is: (2,2)

stel P(x,z) en F(-2,—2) dan geldt:
X

d(P,F) 2\/(—x+2)2 +[£+2)
—X

d(P,c)=d(P,M)—d(M,c)=d(P,M)-4= \/(—x—Z)z +(i—2j —4

neem yl:\/(_x+2)2+[—_2x+2j enyzz\/(—x—Z)er(_—zx—Z)j -4

de tabel geeft gelijke waarden voor y, en y,
dus d(P,F)=d(P,c)=d(P,M)-4

dus d(P,M)—-d(P,F)=4

dus P ligt op een tak van een hyperbool

Opgave 64:
a é =3 dusbh=3a

81-45=942
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¢ =+/40 = 210
dus de brandpunten zijn (2+/10,0) en (—2410,0)
c. a=b=2410

2 2

X Y

2" 0 40

Opgave 65:
Yy
a’? b
h2x2 _azyz — a%b?
_azyz — —b%x% 1+ a%b?
y2 :b—zxz _p?

as y, >0 danligt 4 op de hyperbooltak: y = ”—Z 2 - b?

neemy_wlb—Z =Ju met u="=2 b x —bZdUSu——

' 1 bz . b2 bzx

v zf Tl @ dy

2

b
k: Y=Vi=
a

S (x—x,)
Y4

2 2
a’y,y—a’y,”  =b’x ,x—b’x,
2 2
—b*x,x+a’y,y=-b’x,"+a’y,
2 2 2 2 2 2
b*x,x—ay,y=b"x,"—a’y,

b*x ,x—a’y,y=a’b®

XX V4
=1
P
as y, <0 danligt 4 op de hyperbooltak y =—/% x* - b
neem y = — - \/;metu—zx —bszSu——x
, -1 , -1 o -b*x  —b’x B b%x

ol T2l T e at ey

dit levert voor k dezelfde vergelijking op, dus £ : Léx —% =1
a
Opgave 66:
a k: 3:3x-5--1y=22
Ox +5y =22

x? y2 2 2

— —=——=1 ofwel 40x° -14y° =560

14 40

raaklijn m in punt (-7,-10) is: 40--7-x—-14--10- y = 560
—280x +140y =560
-2x+y=4
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— (-2 — (1

n, = dus n, =

n: x+2y=c door (-7,-10)
n: x+2y=-27

Opgave 67:
a. depoollijnvan A4(2,-2) ten opzichte van de hyperbool is: 2x -8--2-y =28

dus 2x +16y = 28

dus x+8y =14

dus x =14-8y

de snijpunten van de poollijn met de hyperbool zijn:
(14-8y)*> —8y* =28

196224y + 64y° —8y* = 28

56y° — 224y +168 = 0

y*-4y+3=0

(r-D(y-3 =0

y=1 v y=3

x=6 x=-10

raaklijnin (6,1) is: 6x—8-1y =28 ofwel 3x -4y =14
raaklijnin (-10,3) is: —10x —8-3y = 28 ofwel 5x+12y =-14

2 2

X Y _1ofwe 2x2-3y2 =24
12 8

de poollijn van B(1,—1) ten opzichte van de hyperbool is: 2-1-x-3--1- y =24
dus 2x+3y =24

dus 2x =24-3y

dus x=12-11y

de snijpunten van deze poollijn met de hyperbool zijn:
212-11y)?-3y* =24

2(144-36y +21y?)-3y* =24

288- 72y +41y? -3y? =24

11y% 72y +264=0

y%? - 48y +176=0

(y-4)(y-44)=0

y=4 v y=4

x=6 x=-54

raaklijnin (6,4) is. 2-6-x—3-4-y =24 ofwel x—y=2

raaklijnin (-54,44) is. 2--54-x—-3-44.y = 24 ofwel 9x +11y = -2

Opgave 68:

a deraklijnin (x,,y,) is x,x—a’y,y=-80
deraaklijnisook x+ y =10 ofwel —8x -8y =-80
dus x, =-8
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dan y, =18 dus a*-18=8

2 _8 _ 4
dus a =8~ 79

b. deraaklijnin (x,,y,) is. b?x,x-8y,y =100
deraaklijnisook 3x —4y =10 ofwel 30x —40y =100

dus 8y, =40

dus y, =5

dan 3x, —20=10

dus 3x, =30

dus x, =10

dus 5% -10=30

dus b* =3
Opgave 69:

a voorken/gedt: y=x+b ofwel —x+y=>b
deraaklijnin (x,,v,) is: x,x—-3y,y =24
deraaklijnisook: —x+y=»b

dusx_A:ﬂ:ﬁ
-1 1 b
dus x, =3y,

dus (3y,)? -3y,” =24
9)’A2 _'?’J/AZ =24

6y, =24

J/A2:4

yy,=—2 Vv y,=2
x,=—6 x,=6

dus de raakpunten zijn (-6,—2) en (6,2)
b. aseenlijnmet rc = -2 de hyperbool loodrecht snijdt, dan geldt in het snijpunt voor de
raaklijn re =32
dusderaaklijnis: y =2x+b ofwel —3x+5y="5b
deraaklijnin (x;,y,) IS x,x—-3y,y =24
dus & — 3y, _24

-3 5 5B
dus 5x, =9y,
xB:%yB

dus (2y,)° -3y, =24
8y,%-3y, =24
$y,2=24

y, =100

v =10 v y,=-10
x, =18 x, =—18
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dus de raakpunten zijn (18,10) en (-18,—10)

Opgave 70:
a W*-—y’=71
Xy
a4 7
a’=1 dUSaz\/%:%\/213
b* =71

?=a’+b* =1 +71=942 dus c =,/942 = [2 = 2./213
de toppen zijn: (3+/213,0) en (-3+/213,0)
de brandpunten zijn: ($+/213,0) en (-4+/213,0)
b - % BRI
3 NG}
de asymptoten zijn: y = x+/3 en y= —x+/3
c. k: 35 x-—-2.y=T1
k: 15x+2y =71
raaklijnin B(1219) is: m: 3-12-x-19.-y=71
m: 36x-19y =71

— 36 — (19
n, = dus n, =
-19 36
n: 19x+ 36y =c door B(1219)
n: 19x+ 36y =912
delijnenp eng zijnvandevorm: y =2x+5b
dus 2x—y =-b
deraaklijnin C(x.,y.) IS 3-x, - x—y.-y=71

o

1)

e _—ye_ 1N
2 -1 -b
-2y, =-3x,
Ye :]%xc
.-y )2 =71
3. -2ix. =71
3x.t=T1
2
XC ==

284
- 3
Xe =42 =24213 v x.=-2/213

Opgave 71:
de poollijnvan P(L,%) ten opzichte van de hyperbool x* —a®y*=6is 1.x—a®-1-y=6

dusx—ia’y=6
depooallijnisook: x—2y =c
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dus—%azz—Z A c=6
dusa®?=10 A c=6

dus de hyperbool is: x> -10y® =6
depoallijnis: x—2y=6 dus x=2y+6

de snijpunten van de poollijn en de hyperbool zijn:

(2y+6)*-10y° =6

4y* + 24y +36-10y° =6
-6y°+24y+30=0

y?-4y-5=0

(y+D(»-9=0

y=-1 v ypy=5

x=4 x=16

dus de snijpunten zijn: (4,-1) en (16,5)

Opgave 72:
a 4x*-y*+8x+4y-15=0

4(x*+2x) - (y* -4y)-15=0
4(x+D)*-D-((y-2*-4)-15=0
4x+1)°-4-(y-2°+4-15=0
4x+D*-(y-2)* =15

4x? —y? =15 22 5 Ax+1)? -(y-2)2=15

2 2

2 2 _ Xy o_
4x -y =15 Ofwel L_5_1_5_1

4

a?*=L p*=15dusc®=a’+b*=5+15=182

4

dus a = /% =115 en ¢ =,/183 = £4/3

2 2

van %—Jl}—s =1 ishet middelpunt (0,0) , detoppen zijn (%\/E,O) en (—%\/E,O)

4

en de brandpunten zijn (2\/5,0) en (—2\/5,0)

dusvan 4(x+1)* - (y — 2)®> =15 ishet middelpunt (-1,2) , zijn de toppen:
(-1+14/15,2) en (-1-1+/15,2) enzijn de brandpunten (-1+3+/3,2) en (-1-2+/3,2)

2 2
b vant Y _qijgb Y5 _¥IB_ 72,
5 15 a 15 15
4 4 Ja

dus de asymptoten zijn y =2x en y = —-2x

dusvan 4(x+1)* - (y—2)* =15 zijndeasymptoten y —2=2(x+1) en y—2=-2(x+1)

dus y=2x+4 en y=-2x
c. k: 4B+DY(x+D)-(9-2)(y—-2)=15
k: 16(x+1)-7(y—-2)=15
k: 16x+16-7y+14=15
k: 16x-7y=-15
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