15.5 Differentiaalvergelijkingen van de tweede orde

Opgave 60:
a. detweede afgeleide is de hoogste afgeleide die in de differentiaal vergelijking voorkomt

b. y(t)=e"
y'=2A-e"
y"ZAZ oM
invullen in de dv geeft:
A2’ +51-eM +4e* =0
(A +51+4)-¢* =0
A2 +51+4=0 v e* =0 (k.n)
dus A +51+4=0
A+H(A+D)=0
A=-4 v A=-1
c. y(t)=A-e"+B-e™"
y'=—A-e' —4B-e™*
y'=A-e' +16B-e*
invullen in de dv gesft:
A-e" +16B-e ™ -54-¢" —20B-e ™™ +44-¢e" +B-¢ ¥ =0
0= 0 dusklopt
dus voor elke waarde van 4 en B voldoet y(f)= A-e™ + B-e™ aandedv

Opgave 61:
a y'+4y'+5y=0
y=e* dusy =A-e* eny" =1
invullen in de dv gesft:
A2-e* +41-e* +5e* =0
(A +44+5)-¢* =0
2442 45=0 v e =0 (kn)
D =47 —4.1.5= -4 dus geen oplossingen
b. A>+41+5=0
(A+2)?-4+5=0
(L+2)?%=-1
A+2=i v A+2=-i
A==-2+i v A=-2-i

t

Opgave 62:

2, isoplossingvan A? + pA+¢ =0 dusgeldt: 1, + pA, +¢=0
1, is ook een oplossing dus geldt: A,° + pA, +¢ =0
aAsy=4-¢” +B-e™

dan y'=A,4-e™ +A,B-e™

en y"=21°4-e™ +1,°B-e™
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invullen in de dv geeft:

oA +2,°B-e" + p(AA-e™ + A,B-e™)+q(Ad-e™ +B-e™)=0

A+ pA+q)-A-e™ +(L,° + pA,+q)-B-e™ =0

0= 0 klopt, dus alefunctiesvan devorm y(f) = A-e™ + B-e™ zijn oplossing van de dv

Opgave 63:
2, isoplossingvan A* + pA +¢ =0 dus geldt: /112 + pA, +q =0 enomdat het de enigereéle

oplossingisgeldtdat: x,, =5 =—3p=4, dus 4, +3 p=0 ofwel 24, + p=0
stel y=(A4+Bt)-e™
dan y'=B-e™ +(A+Bt)-A,-e™
en y"=B-A-e" +B-A e +(A+Bt)-2°-e™
=2B-A,-e™ +(A+B1)- A -e™
invullen in de dv geeft:
2B- A -e™ +(A+Bt)- 2™ + p(B-e™ +(A+Bt)-A,-e™*) +q(A+ Bt)-e™ =0
(A" + pA +q)(A+Bt)-e™ + B(2A, + p)-e™ =0
0-(A+Bt)-e” +B-0-¢" =0
0= 0 klopt, dus alle functies van de vorm y = (4 + Bt)-e™ zijn oplossing van de dv

Opgave 64:

A, =a+bi isoplossingvan A* + pA+q =0 dus (a+bi)* + p(a+bi)+q =0

a® +2abi —b* + pa+ pbi+q =0

a’ —b*>+pa+q+b(2a+p)i=0

a’-b*+pa+qg=0 A 2a+p=0wantb=0

a’-b*+pa+q=0 A p=-2a

a’—b*>-2a°+9=0 A p=-2a

g=a’+b*> AN p=-2a

A, =a—bi isoplossingvan A%+ pA+q =0 dus (a—bi)* + p(a—bi)+¢q =0

a® —2abi —b* + pa— pbi+q =0

a’ —b*>+pa+q-b(2a+p)i=0

a’-b*+pa+qg=0 A 2a+p=0wantb=0

a’-b*+pa+q=0 A p=-2a

a’—b*-2a°+9=0 A p=-2a

g=a’+b*> AN p=-2a

stel y(¢) = (A cos(bt) + Bsin(bt)) - e”

dus y' = (-bAsin(bt) + bBcos(bt)) - e + (Acos(bt) + Bsin(bt)) - ae”

= (—bAsin(bt) + bB cos(bt) + aA cos(bt) + aBsin(bt)) - e”

dus y" = (-b?Acos(bt) — b?Bsin(bt) — abAsin(bt) + abB cos(bt) - e“ +

(—-bAsin(bt) + bB cos(bt) + aA cos(bt) + aBsin(bt)) - ae™
= (a®Acos(bt) — b* Acos(bt) + a®Bsin(bt) — b>Bsin(bt) + 2abB cos(bt) — 2abAsin(bt)) - e
invullen in de dv gesft:
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(a®Acos(bt) — b*>Acos(bt) + a’Bsin(bt) — b* Bsin(bt) + 2abB cos(bt) — 2abAsin(bt)) - e“ +
— 2a(-bAsin(bt) + bB cos(bt) + aA cos(bt) + aBsin(bt)) - e” +

(a® +b?)(Acos(bt) + Bsin(bt))-e“ =0

haakjes wegwerken levert nu 0= 0 dus klopt

Opgave 65:
a y"+6y'+8=0
A*+61+8=0
A+H(A+2)=0
A=—4 v A=-2
dus y=dAd-e™ +B-e® endus y'=—-44-¢™* —-2B-e™*
y(0)=1dus 4+B=1
y'(0)=-1dus —44-2B=-1

A+B=1 x 2
{—414—28:—1 x1
24+2B=2
{—4/1—28:—1 +

-24=1
A=
B=13

y(t)=—1e™ +1ie™
b. y"+6y'+10y=0
A +64+10=0
(L+3)2-9+10=0
(A+3)2=-1
A+3=i v A+3=-i
A=-3+i v A=-3-i
dus y(¢) = (4cos(t) + Bsin(t)) -e™
dus y' = (-=4sin(t) + Bcos(t)) - e + (Acos(t)) + Bsin(z)) - —3e™*
— ((B—34)cos(t) + (—4—3B)sin(1)) -
y(0)=1geeft: 4=1
'(0) = -1 geeft: B—34=-1
B=34-1=3-1=2
dus y(¢) = (cos(t) + 2sin(z)) - e
c. y'-8y'+16=0

22 —81+16=0
(L-4)2=0
A=4

dus y(¢t) = (4 + Bt)-e*
dus y'(¢) = B-e* + (A + Bt) - 4e*
y(0)=1dus 4=1
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y'(0)=-1dus B+44=-1
B=-44-1=-4-1=-5
dus y(¢) = (1-5¢) -e*
d y'+3+y=0
P +i=0
=-1
A=3i v A=-3i
y(t) = (Acos(3) + Bsin(37)) - e” = Acos(3¢) + Bsin(i¢)
dus y'(f) = -3 4sin(3t) + : Bcos(3¢)
y(0)=1geeft: 4=1
»'(0) =-1geeft: 1B=-1
dus B=-2
dus y(r) = cos(31) —2sin(3¢)

Opgave 66:
a x=-2+4y
i code . d? d)
differentiéren geeft: 4 = -2+

invullenin 4 = 2x -6y geeft:
_d_2y+ﬂ:2(_ﬂ+y)_6y

dr? dt

_dyy &= 2% +2y-6y

=t
—3dy—4y—0
b. y(O) 2] . = =x(0) + y(0) =—1-1=-2
c. y'-3y'-4y=0
AP -31-4=0
A-H(A+D)=0
A=4 v A=-1
y=A-e"+B-e’ dusy =44-¢* —B-e”'
y(0)=4+B=-1 y'(0)=44-B=-2
A+B=1
{4A—B:—2 +
54=-1
A=-%1dus B=11
y(t)=—ge" +1te

y_ 4 4 11 —t

x=-2L4y

= (~te" —1le7)+ 5e*+11
=fe¥ +1le —Le" +1ie”
3 4t+22
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Opgave 67:
a. asjehet blokje lodaat dan gaat het naar boven, dus F'is naar boven gericht en dus

positief, omdat u <0 isc>0
b. F=m-a=m-%

dt
ﬂ_i_—c-u

dt

c. &= =—u

dt 1

v is de snelheid waarmee u verandert, dus 4 = v

het blokje wordt naar beneden getrokken tot » = —1 en wordt op ¢ = 0 losgelaten
dus u(0)=-1env(0)=0

du __ d’u _ dv

d 9=vdusiy=2=
2

% =-u dus ¢ =—u

ofwel %+u=0

A +1=0

2 =-1

A=i v A=-i

dus u(7) = (Acost + Bsint)-e” = Acost + Bsint
u(=4=-1

u'(t) = —-Asint + B cost

W'(0)=B=0

dus u(¢) = —cost

Opgave 68:
a F=—404_T72 en <=

F

SRS

F
2

N[~

La = 204 36y

dr®

L4+ 204 +36u =0

A +201+36=0
(L+2)(A+18)=0

A=-2 v A=-18
u()=A-e* +B-e™
u(Q)=4+B=1
u'(t)=-24-¢e* -18B-¢ ™
v(0)=u'(0)=-24-18B =2

A+B=1 x 2
-24-188=2 |x1
2A+2B=2
—-24A-18B=2 +
-168 =4

B=-% dus 4=15
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u(t)=1te® -1

k*—4cm 40°—4.72.-8

b. D= e & =—11< 0 dus onderdemping ofwel een gedempte trilling
c. D=0
2 — pa—
Do k Zlcm _ 1600 2288m 50
m m

de noemer is atijd positief, dus moet gelden:
1600-288m >0

— 288m > —-1600
m<53
Opgave 69:
a F=-1000% 500y en “x=" = L
“m 1000
Y
‘Z’TZ';Jr%Jr%u:O
P +A+1i=0
(A+1)?-1+1=0
G+ 47 =4
A+i=3i v A+3i=-1i

u(t) = (Acos(3 1) + Bsin(31)) - *

u(0=4=1

w'(1) = (-3 4Sn(1) + 3 Boos(hn)) e ¥ + (A cos(3) + Bsin(31)-~3e ¥
u'(0)=43B-14=0

1B=14
B=4=1
u(r) = (cos(31) +sin(3 7)) - 7
b. D>0
D- k? —4cm _ k? —4-500-1000 _ k? — 2000000 S
m? 10002 1000000

k? — 2000000 > O
k? > 2000000

k < —+/2000000 = —1000v2 v K >100042

dus k >1000v2
Opgave 70:
a F=0-%—c.y
d_gzﬂz_i.u
dt m m
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},:i-\/% v ﬂ«=—i-\/%
u(t) = Acoslt- < J+ Bsin(t /=)

periode = 2z =2r @

<
m

dUSTZZﬂ'\/%
_ du
b. F——k'g—c'u
d_ZM:E:_L.ﬂ_L.u
dr? m m dt m

Lophdige.y=0
P+t l+<=0

D >0 geeft (£)* - 4.
(£)?—4c-m=>0
(£)? > 4c-m

>2\c-m

>0

£
m

3 =

Opgave 71:
k? —4cm
a D=———=

2
m

k2 — dem =0
k? =4cem
k = 24Jem = 24/25000- 30 = 1732
b. F =-1730-4 — 25000u
F

du _

@ 50

L4 — —34,64% —500u

L4 434,69 + 5001 = 0

A2 +34,61+500=0

(A +17,3)2 —299,29+500=0

(A +17,3)? = -200,71

2+173=i,/20071 v 2+17,3=-i,/200,71

A=-173+iy200,71 v A=-17,3-i,200,71

0
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A==-173+142 v A=-173-14,2i
u = (Acos(14,2¢) + Bsin(14,2t)) -e "
dus de eigenfrequentieis: %:2 = 2,3 Hz
c. 70 omwentelingen per minuut is 1,17 omwentelingen per seconde

het veersysteem krijgt dus ongeveer 2,34 keer per seconde een duw naar beneden,
waardoor resonantie kan ontstaan.

Opgave 72:
D= k? —4cem B k? —4-200000-1000 B k? — 800000000 _0
m? 1000? 1000000

k? —800000000 =0
k? = 800000000

k =/800000000 v k =-+/800000000 (k.n.)

k = 200002

b. F =-20000+/2 -4 — 200000u
P
1000

L4 = —20/2.4 — 200u

L4 12024 +200u = 0
2% +20722.+200=0
L;i‘/ﬁz—lo\/i

A=

u(t) = (A + Bt)- %2
u(0)=A4=15
u'=B-e 0% 4 (A4+ Bt)- e ™. 1042
u'(0)=B-10J2-4=0
B=10J2-4=10/2-15=15/2
u(f) = (L5+152 1) - e
c. u(t)=(L5+15J2 1) - = 0,01
neem y, = (1L5+15v2 - x)-e % en y, =0,01

intersect geeft x = 0,502
dus na ongeveer 0,5 seconde is de uitwijking minder dan 1 cm
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